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Równowa»no±¢ norm

Rozwa»my dwie normy ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 na przestrzeni liniowej X .

Def. Norma ‖ · ‖1 jest mocniejsza od normy ‖ · ‖2 je»eli

∃c>0 ∀x∈X ‖x‖2 ¬ c‖x‖1.

Lem. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(1) norma ‖ · ‖1 jest mocniejsza, ni» ‖ · ‖2
(2) zbie»no±¢ w normie ‖ · ‖1 poci¡ga zbie»no±¢ w normie ‖ · ‖2
(3) topologia zadana przez ‖ · ‖1 jest mocniejsza (wi¦ksza) od

topologii zadanej przez ‖ · ‖2.

Dowód: Norma ‖ · ‖1 jest mocniejsza od normy ‖ · ‖2 ⇐⇒
id : (X , ‖ · ‖1)→ (X , ‖ · ‖2) jest operatorem ograniczonym

Tw .⇐⇒
odwzorowanie id : (X , ‖ · ‖1)→ (X , ‖ · ‖2) jest ci¡gªe

(kryterium Heinego) ⇐⇒
⇐⇒ (de�nicja topologiczna)
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Def. Normy ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 s¡ równowa»ne je»eli norma ‖ · ‖1 jest
jednocze±nie mocniejsza i sªabsza od ‖ · ‖2, czyli gdy
∃c1,c2>0 ∀x∈X ‖x‖2 ¬ c1‖x‖1 oraz ‖x‖1 ¬ c2‖x‖2.

Stw. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(1) normy ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 s¡ równowa»ne
(2) zbie»no±¢ ci¡gu w ‖ · ‖1 jest równowa»na zbie»no±ci w ‖ · ‖2
(3) topologie zadane przez ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 s¡ takie same.

Ponadto je±li normy s¡ równowa»ne, to

(X , ‖ · ‖1) przestrze« Banacha⇐⇒ (X , ‖ · ‖2) przestrze« Banacha

Dowód: Równowa»no±¢ warunków (1)-(3) wynika z lematu.

Je±li ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 s¡ równowa»ne, to ci¡g {xn}∞n=1 ⊆ X jest Cauchy w

normie ‖ · ‖1 wtedy i tylko wtedy, gdy jest Cauchy w ‖ · ‖2, bo
‖xn − xm‖2 ¬ c1‖xn − xm‖1 oraz ‖xn − xm‖1 ¬ c2‖xn − xm‖2.

Zatem z równowa»no±ci zbie»no±ci mamy równowa»no±¢ zupeªno±ci �3 / 10



Prz. Na przestrzeni X = C [0, 1] nast¦puj¡ce normy

‖x‖∞ := max
t∈[0,1]

|x(t)|, ‖x‖p :=

(∫ 1

0

|x(t)|p dt
)1/p

, p ∈ [1,∞)

nie s¡ równowa»ne. Rzeczywi±cie, niech xn(t) = tn. Wtedy

‖xn‖pp =
∫ 1

0
tpn dt = 1

pn+1
→ 0, czyli xn

‖·‖p−→ 0. Ale {xn}∞n=1 jest

rozbie»ny w normie ‖ · ‖∞ (bo nie jest zbie»ny jednostajnie).
Zatem ‖ · ‖p nie jest mocniejsza, ni» ‖ · ‖. Z drugiej strony

‖x‖p =

(∫ 1

0

|x(t)|p dt
)1/p

¬
(∫ 1

0

‖x‖p∞ dt

)1/p

= ‖x‖∞

Czyli ‖ · ‖∞ jest ±ci±le mocniejsza, ni» ‖ · ‖p.

Zbie»no±¢ jednostajna poci¡ga zbie»no±¢ w Lp, ale nie na odwrót.

Zad. Dla p < p′, ‖ · ‖p′ jest ±ci±le mocniejsza, ni» ‖ · ‖p
(Hint: Nierówno±¢ Höldera oraz ci¡g xn(t) = ( 1

t
)
1

p 1[ 1
n
,1] + n

1

p 1[0, 1
n
).)
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Prz. W przestrzeni X = Fn normy

‖x‖∞ := max
k=1,...,n

|x(k)|, ‖x‖p :=

(
n∑

k=1

|x(k)|p
)1/p

, p ∈ [1,∞)

s¡ równowa»ne, poniewa» ‖x‖∞ ¬ ‖x‖p oraz ‖x‖p ¬ n‖x‖∞.

Twierdzenie.

W przestrzeni sko«czenie wymiarowej wszystkie normy s¡
równowa»ne.

Dowód: Z zaªo»enia istniej¡ liniowo niezale»ne e1, ..., en ∈ X
takie, »e ∀x∈X ∃x(1),...,x(n)∈F x =

∑n
k=1 x(k)ek . Wtedy X ∼= Fn,

gdzie x 7→ (x(1), ..., x(n)). Zde�niujmy na X norm¦ wzorem

‖x‖∞ := max
k=1,...,n

|x(k)|, gdzie x =
n∑

k=1

x(k)ek .

Wystarczy pokaza¢, »e dowolna norma ‖ · ‖ na X jest równowa»na
z ‖ · ‖∞ (bo równowa»no±¢ norm jest relacj¡ równowa»no±ci, a w
szczególno±ci jest relacj¡ przechodni¡). W tym celu zauwa»my, »e
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‖x‖ = ‖
n∑

k=1

x(k)ek‖ ¬
n∑

k=1

‖x(k)ek‖ =
n∑

k=1

|x(k)|‖ek‖ ¬ ‖x‖∞
n∑

k=1

‖ek‖.

Czyli ‖x‖ ¬ c‖x‖∞ dla c :=
n∑

k=1

‖ek‖. St¡d ‖ · ‖∞ mocniejsza, ni» ‖ · ‖.

Zaªó»my nie wprost, »e ‖ · ‖ nie jest mocniejsza, ni» ‖ · ‖∞. Wtedy dla

ka»dego n ∈ N znajdziemy xn ∈ X takie, »e ‖xn‖∞ > n‖xn‖. Kªad¡c
yn := xn

‖xn‖∞ otrzymujemy ci¡g zbie»ny do 0 w ‖ · ‖, gdy»

‖yn‖ = ‖xn‖
‖xn‖∞ <

1
n −→ 0.

Czyli yn
‖·‖−→ 0. Z drugiej strony, ‖yn‖∞ = 1, czyli ci¡g {yn}∞n=1 jest

zawarty w sferze jednostkowej w normie ‖ · ‖∞, która jest zbiorem

zwartym (norma ‖ · ‖∞ jest równowa»na normie euklidesowej ‖ · ‖2,
patrz Przykªad). Zatem na mocy Twierdzenia Bolzano-Weierstrassa

istnieje podci¡g {ynk}∞n=1 zbie»ny w normie ‖ · ‖∞ do pewnego y ∈ X .

Wtedy ‖y‖∞ = limk→∞ ‖ynk‖∞ = 1 i w szczególno±ci y 6= 0. Ale skoro

‖ · ‖∞ jest mocniejsza, ni» ‖ · ‖, to ynk
‖·‖−→ y 6= 0 bo yn

‖·‖−→ 0. �
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Wn1. Ka»da sko«czenie wymiarowa przestrze« unormowana jest
zupeªna. Czyli dim(X ) <∞ =⇒ X przestrze« Banacha.

Dowód: Skoro norma ‖ · ‖ na X ∼= Fn jest równowa»na normie
euklidesowej oraz Fn jest zupeªna w ‖ · ‖2, to X zupeªna w ‖ · ‖. �

Wn2. Sko«czenie wymiarowa podprzestrze« jest domkni¦ta w
ka»dej przestrzeni unormowanej. (zupeªno±¢ implikuje domkni¦to±¢!)

Wn3. Ka»dy operator liniowy okre±lony na przestrzeni sko«czenie
wymiarowej jest automatycznie ograniczony (ci¡gªy).

Dowód: Niech T : X → Y liniowy i X ∼= Fn. Skoro na X
wszystkie normy równowa»ne, to mo»emy zaªo»y¢, »e
‖x‖ =

∑n
k=1 |x(k)|, gdzie x =

∑n
k=1 x(k)ek . Wtedy

‖Tx‖ = ‖
n∑

k=1

x(k)Tek‖ ¬
n∑

k=1

|x(k)|‖Tek‖ ¬ C · ‖x‖

gdzie C := maxk=1,...,n ‖Tek‖. Czyli T jest ograniczony. �
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Przestrze« operatorów ograniczonych

Niech X i Y b¦d¡ przestrzeniami unormowanymi.

Przestrze« operatorów ograniczonych z X w Y

B(X ,Y ) := {T : X → Y operator liniowy i ograniczony}

jest przestrzeni¡ unormowan¡ nad F = R,C, wraz z dziaªaniami

(T + S)x := Tx + Sx , (λT )x := λTx

(
dziaªania
okre±lone
punktowo!

)

oraz norm¡ operatorow¡ ‖T‖ = sup
‖x‖=1

‖Tx‖.

Twierdzenie

Y przestrze« Banacha ⇐⇒ B(X ,Y ) przestrze« Banacha

Dowód: �⇐=� potrzebujemy Tw. Hahna-Banacha (Wyk11)
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�=⇒� Niech {Tn}∞n=1 ⊆ B(X ,Y ) ci¡g Cauchy. Dla ka»dego x ∈ X

‖Tnx − Tmx‖ = ‖(Tn − Tm)x‖ ¬ ‖Tn − Tm‖‖x‖ → 0.

Zatem ci¡g {Tnx}∞n=1 ⊆ Y jest ci¡giem Cauchy w Y , wi¦c jest on
zbie»ny (bo Y zupeªna). Jego granic¦ oznaczmy przez Tx ∈ Y . W
ten sposób otrzymujemy operator liniowy T : X → Y . Ponadto,

‖(T − Tn)x‖ = lim
m→∞

‖(Tm − Tn)x‖

¬ lim sup
m→∞

‖Tm − Tn‖‖x‖ ¬ sup
mn
‖Tm − Tn‖‖x‖.

St¡d

‖T − Tn‖ ¬ sup
mn
‖Tm − Tn‖

n→∞−→ 0, bo {Tn}∞n=1 Cauchy.

Czyli {Tn}∞n=1 zbiega w normie do T . W szczególno±ci, skoro
Tn ∈ B(X ,Y ) oraz T − Tn ∈ B(X ,Y ) (dla dostatecznie du»ych n),
to T = T − Tn + Tn ∈ B(X ,Y ) jest ograniczony.

Zatem {Tn}∞n=1 jest zbie»ny w przestrzeni B(X ,Y ). �
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Przestrze« dualna

Ciaªo skalarów Y := F jest przestrzeni¡ Banacha.

funkcjonaª ≡ operator o warto±ciach w ciele skalarów

De�nicja

Przestrze« Banacha X ∗ := B(X ,F) nazywamy przestrzeni¡
sprz¦»on¡ lub przestrzeni¡ dualn¡ do przestrzeni X .
Elementami X ∗ s¡ funkcjonaªy ograniczone na X .

Prz. Przykªadem funkcjonaªu ograniczonego jest caªka

L1(µ) 3 x 7−→ f (x) :=
∫
x dµ ∈ F.

Uw. Zasadnicz¡ motywacj¡ do rozwa»ania przestrzeni dualnej X ∗

jest fakt, »e pozwala ona zde�niowa¢ nast¦puj¡c¡ form¦
dwuliniow¡ (zwan¡ czasem parowaniem)

X ∗ × X 3 (f , x) 7−→ 〈f , x〉 := f (x) ∈ F,

która imituje iloczyn skalarny na X . 10 / 10


